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AVERTISSEMENT. 


Quelques livraisons tics Exercices de Maliie'inatiqiics ont eu pour objet 
d'indiquer les avantages que pre'sente le calcul des résidus dans la détermi- 
nation des intégrales délinies et dans l'intégration des équations didérenlielles 
linéaires. On verra dans ce Mémoire que le même calcul s’applique à la truns- 
formation des fonctions en séries d’exponentielles soit réelles, soit imaginaires, 
et fournit immédiatement une multitude de formules parmi lesquelles se trou- 
vent comprises celles qui ont été données par M. Lagrange dans le tome III 
tics anciens Mémoires de Turin, et par M. l'ourier dans la théorie de la 
chaleur. On montrera de plus cuinuient, à l’aide du calcul des résidus, ou 
peut intégrer des équations linéaires aux dlflérences partielles, en assujettis- 
sant les intégrales à vérifier des conditions semblables à celles que l’on ren- 
contre dans les questions de pbj'sique mathématique, quand on considère des 
corps solides ou fluides dont les dimensions restent finies. M. Ostrngradskv 
avait déjîk remarqué que les valeurs des variables principales, dans les pro- 
blèmes de ce genre qui sc résolvent à l’aide des méthodes connues , pouvaient 
être exprimées très-aisément par le mo_yen du signe £ . .Mais ce qui parait 
surtout devoir recommander le nouveau calcul à raltention des géomètres, 
c’est qu’on en déduit directement des méthodes cl des formules générales 
propres à la solution des problèmes dont il s’agit. 

Pour ne pas trop alongcr ce Mémoire, nous avons resserré l’exposition des 
matières qu’il renferme, nous réservant de les dévelo|)p'>r davantage dans les 
nouvelles livraisons des Exercices de niathénialiqiies. 
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MÉMOIRE SUR L’APPLICATION DU CALCUL 

DBS RÉSIDUS A LA SOLUTION DES PJOM-ÊMES DE PHYSIQUE lOATHÉMATIQUE. 

I i: .7 h 
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" (HO ■»! ^ 

■V. • • .i 

.s 

S I.** La pInpaK des queation» de piiytkpie malhémaliqœ condtiiaenl k de* équations 
linéaires aux dififéreoces partielles qui doivent être intégrées de manière que la varialile 
principale vérifie certaines conditions propres à déterminer les fonctions arbitraires in- 
troduites par l’intégration. Le calcul des résidus , en fournissant des méthodes générales 
pour résoudre ces sortes de problèmes , acquiert une importance qu’on aurait pu ne pas 
soupçonner au premie^bord. Je vais ici donner une idée de ces méthodes, en les ap- 
pliquant aux cas les plus simples , et je commencerai par établir quelques principes qui 
servent de base aux méthodes dont il s’agit. 

f'A 

$ a.* Soit y(r) une fonction telle que le rapport s’évanouisse pour des 

valeurs infinies réelles ou imaginaires de la variable r . Supposons de plus que , la 
fonction y(r) s’évanouissant elle-même pour des valeurs Infinies, mais réelles de r. 
le produit rf[r) se réduise & la constante f, pour r— — so , et à la constante 
f, pour r = ac. Enfin désignons par < un nombre infiaiment petit. On aura , en 
vertu du théorème lo de la page iia des Exercices de mathématiques. 


(0 


{*) 

l 


( 5 ) 

mm— 

( 4 ) 

l 



Si le résidu intégral £ )) * une vaienr déterminée, on pourra la déduire soit 

de l’équation (a), soit de l’équation (4), en prenant 1 = 0 . Dan* ce cas, les cuns- 
tantes f, , f, seront nécessairement égales , et l’on aura par suite 

(5) i((/(r))) = f, = f.. 

Exemple. Supposons que l’on atlrihne à la variable x une valeur comprise entre 
les limites x , , .V, que les denx fonctitm* 

I 
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( 6 ) 


( » ) 

/ ce 

( 7 ) 


m r\<-. 


ÏWrff* 


«'àranouitscnt pour dei vaioura infinioa, maie réallea de r; et que Ica quulienla de 
cea mêmes ronctions par la variable r a'év^ouiaseot encore pour des valeurs iuliuies 


réelles ou imaginaires de celte variable; enfin que les rapports 


zW 'K'") 


duiaent , le premier à la constante e, pour r — — », le second b la coiislanle c, 
pour r = oo; et que les expressions (6), (7), multipliées par r, fournissent di'S 
produits dont le premier s’évanouisse pour r z= » , le stîcond pour r = — », 

Comme on trouvera , en prenant r = *- = — », et x — 


r r 6'-<' 






/■(*)• 


puis, en prenant r = - 


et 


•f* = — «i , 
■Y- J 


e'-''-“V(p)d;i=/’(x) J' c~‘di^f(x)i 


on tirera des équations (s) et (4) 


{«) 

f 

zW 

P* ^ 

ar. 


(■+«-■) ((/M )) 

(»> 

r 

zW 

y’ = 


)) 

(10) 

r 


». 

c»' 

(. + .r)((,f(r))) 

(•>) 

l 

W) 

•»« 

)> 


Concevons maintenant que l’on ail 

(•î) ^ W = Z W + /('•)*■ (O . 
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> (r) i''lnnt une nouvelle fonction qui ne devienne pas infinie quand g (r) s’évanouit. 

Alors on pourra, dans les équations (lo) et (ii), remplacer ^(r) par xl*")! *» 

ajoutant les formules (8) et (lo) , ou bien les formules (9) et (11), on trouvera 




Si le résidu intégral de la fonction 






a une valeur déterminée, on pourra la déduire de la formule (i 3 ) ou (i 4 )t en posant 
< = O . Dans ce cas , les constantes —c, , -\-c, seront nécessairement égales , et 
si l’on a choisi les fonctions x('‘)> 'M’’) de manière que ces constantes se réduisent k 
l’unité, 00 aura 


Le même résidu deviendrait nul , si l'on avait c, = c, = o . 

§ 5.* PaoBL&iiB I." f(x) et daignant des fimettons cortnua de x et de 

r, on propose de trouver une autre fonction v(r) telle que l’on ait, entre ia limites 
3 . X^ , X , 

Solution. Il sulGra évidemment de prendre 


V(r)r=^.(r) f (u) dp , 

•/ X* 
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( 4 ) 

les fonctions j((r) et i|i(r) étant choisies de manière i remplir les conditions énon- 
cées dans le premier psra^a|»be, et les constaotes — Ci > étant réduites è l’unilé. 

1." Exemple. Si l’on suppose = — i, a désignant une quantité positive 

supérieure à X — x, , on remplira les conditions prescrites en prenant 

Z(r) = i, ,{,(r)= 1 + (a"-— i) = e". 


et l’on trouvera par suite, entre les limites x = x, , x = X , 

%/ X, 


(ao) 


m=i 


((«■”■- O) 


4 /'Vw«,+4 /■’ 




£ 


cos-^— etc... 


i.' Exemple. Si l’on suppose ./(r) = f(r)e*' — f(6 — f(r) étant 

une fonction entière de r, i une quantité quelconque, et a une quantité positive 


supérieure è 




; on remplira les conditions prescrites , en prenant 


X(r)~f(l> — r) «•(“-'> , i(r) =f(r)e-. 


On établira ainsi les équations 


(si) 


(as) 


/•(x) = I 




iii , dans les équations précédentes , on remplace r par b — r, il faudra , en vertu 
de la formule (47) de la page 1 74 des Exercices , multiplier par — 1 la fonction sous 
le signe £• O™ donc encor^ 


(!Ô) 

cl 


f{x)~. 
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( i ) 

[(6 - r)<* (*-'■> 

«/ 


De plus, li l’on combine U IbrniuU (tt) avec la formule (> 3 ), et la formule (ai) avec 
la formule (a4) > on trouvera 


(» 


et 


5) ~ <^ (( f(r)«*'--r(4-r)«*t»-’->)) J 1 


(ï6) /-(x): 


/Vr/rt. Si la fonction ^(r) était entière, le problème (i) deviendrait imoluble, du 

moina en général , et il ne terait plu» posiible de choUir le» fonction» ? (r) , ^ (r) do 
manière è remplir les conditions prescrites. 


Lorsqu’on développe le premier membre de l’équation (17) , on obtient une série com- 
posée de termes de la forme 


?(’•) 


et dans lesquels la variable x se trouve successivement multipliée par les différentes 
racines de l’équalion /(r) = 0 . On voit donc le parti qu’on peut tirer du calcul des 

résidus pour transformer une fonction de la variable x en une série d'oxponenlielles dont 
les exposants soient respectivement proportionnels aux diverses racines d'une équation 
transcendante. On n’avait point encore donné de méthode générale pour opérer directe- 
ment ces sortes de transfonnatious dont le besoin se lait sentir , h chaque instant dans 
les questions do physique mathématique. Seulement les géomètres , en traitant la théorie 
de la* chaleur, avaient déjà établi quelques équations semblables à la formule (17), et 
qui se trouvent comprises, comme cas pactiouliers , dans d’autres formules que j’ai 
présentées à diverses époques à l’.^cadémie des sciences (*). 


(’) Les fornmlcc dool U est ici qaeition sont reoferméss dans dens Mémoires que J'nî présentés à rAcadéitiie 
des Sciences, l’no sous la date dns7 décembre i8M .l’aoSié soQS U date du 17 junvier iSaS,ct daos na troiaiéme 
Mémoire dont le copie mannaerite a été dépotée aa tecrétaaiat de Klnatstnt le 10 arril 1816. Dana cea trois é' 
moires , les mêmes formutes sont appliquées S intégration dét équations linéaires ana différences partielles • 
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§ 4 ^' Après avoir développé la fonction f{x) en série, par le moyen des forniùlrs 
(17) et ( 1 8] , ou (17) et ( I (j) , on pourra s’assurer de la convergence de la série obtenue , 
et fixer le reste propre é la compléter , b l’aide d'autres formules du genre de celles que 
j'ai données dans un Mémoire présenté à l'instilut le 97 février 1 896. Ainsi , par exemple , 
pour trouver le reste propre à compléter la série que renferme l'équation ( 90 ) , il suf- 
fira de transformer le terme général de cette série, c*ert-it-dire l’intégrale 


{•^1) 




(x — , 


dans laquelle n désigne un nombre entier quelconque , à l’aide de l’équation 

SUT . 

/ 

(>8) 


/: 


• “ /•((*) ‘'f' 




/■(A'+ï|/rr)-c /■(x.+vt/T) je ° dt. 


qui se déduit aisément des principes établis dans les Exercices [pages gS et suiv.], et de 
laquelle on tire 


(*9) 



(x — 





in* 

® J 

6 dv 




nx-.y/z) 


~e ( * 


an-T 



Il est aisé d’en conclure 1.* que, pour obtenir la série comprise dans la formule (20) , il 
siifTit de développer le second membre de l’équation 


rt à 1» aolotion de cjivcri prubU‘inet,«p4cialemcnt ft U propagation dca ondei dan» dea bajsiai ferm<;s, cl a la 
vibratiuD de» lame» élastique». J'aionterai que M. iIrUsoD m'a dit, U f > quelque» année», être parrenu i 
eflectuer le» tfBn*rorma(ion» dont ii t’agit dan* ce paragraphe, par une méthode qui doit (Irt* diatiocte de 
celle que |*indiquc ici , et que M. Oatrogradake perait cgalemeut «’étre occupe avec succe» de ce» tran»foriu.t* 
tioua. klat» ni i’uo ni l'autre n’ont encore pablié le lèaultat de leur» recherche» 
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(3o) 


'■<'>= t/ 

/ ’* i f(,x+^\/r,) 

iz, 

O ' e 6 — 1 

v^r\~n 

J O * « 


/•((*) 


/■(*.+*trO 


a* a», ^ 

e c I 


nx-^Vx) 








rfn 




a,* que, si l'on désigne par r„ le reste de la même série, on aura 

(5i) *•» = 






.ÎI, _t^(x-:A)i/r, -îlv -"(x-x„)i/r. 

O 1-6 " e « 1 - 6 * 6 “ 


^/: 


-l^(.V-x)v'.-, 


1 

I .11: _!!/; 

\ 1-6*6“ 


/‘(-y-»y/~) e 


-{x.-x)v/7i 






(x.-xJV'i 

1.6*6'» 


d». 


Les formules (a8), (ag) , (5o) et (5i) supposent que la fonction 


-IL: Ü(^-x)tA 
« e' Af‘ + »V^) 

conserve une valeur finie entre les limites ji = i, , f.-=. X , : — a, ï = *, et que 
le produit de cette fonction par jt » v/7T s’évanouit pour v = oo . Remarquons 
en outre que la düTérrnce X — , dans les formules (3o) et (5i), comme dans la 

formule (ao) , doit être inférieure ou tout au plus égale à In constante a. Si , pour 
plus de simplicité , on prend *„ = o , A = « , l’équation (3o) donnera 


(5a) 






atr 

— ) 

t « 


.ilfi/r, LL:* 

« « ^4^1 


dt . 


! 
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( 8 ) 

et l’on tirera de la formule (5 1 ), ea remplaçant v par 


(35J 


• 




amr 



et * ^ d, 

V »*■ .y- 

* — — — — 

I— e "« ® 




*«» , ~ 
— »J/T. 


1 — 6 "e 


V a » ^ 

— 


ou« ce qui revient au mvme» 


(54) 


=— r 

•/ O 


antf j; ” n a(n - i)ir® 

COfl — — c CO» -■ ■ ^ 






V 

n 

3KX 

IV 

-U^ " 




a 

^ e 




V 



tnir# 


n • 

a (n - i)irj; 


a 



a 


Qe rfv 


n arrx 

1 — ae C06 -f- e 

a 


Pe"’d,, 


et Q étant des fonctions de v déterminées par lea équations 


l ^ 

n i 

-r 


l„ .y-] 

-f 



, anjr ^ '/ ^ 

an,rV-j 

anjt 

r 


(55) 


ç = 


»\rr 


A|oulons que les formules (3o) et (3s) peuvent être établies directement, comme la 
lormule (s8) , et que, si la variable x devient équivalente à la quantité a, l'équa- 
tion (3s) devra être remplacée par la suivante 


(56) d, 

J O yr, m 
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Celle dernière comprend , comme cas particulier , des formule* connue*. Ainti t par 
exemple , en posant /'(y) = y* et a=3>r, on en tire 


(57) 


»rfv I * I * I * I 

_ . — =tt='+t+7 + s+ 


etc.... 


Le* reste* dtt* série* dont nous avons parlé dans ce paragraphe étant exprimés par des 
intégrales délinies à l'aide des formules (5i) , (35) , (34) et d’autres semblables, il de- 
vient facile de calculer des limites entre lesquelles ces mêmes reste* so trouvent com- 
pris. Ainsi, par exemple, pour obtenir des limites eiUre lesquelles soit renfermée la 
valeur de r. donnée par la formula (34) , on observera d’abord que chacun des rap- 
ports 


^nitx ~n afn-i)iri . inr.M ~ . . »(a-i)«* 

cos e cos — i sm e *m 


(38) 


n ^rrx 

I — *e cos e 


B a** 

1 — ae cos 1- e 


a une valeur numérique inférieure non-seulement à la fraction 
(39) . 


mais encore è la suivante 
(4o) 

Soit d’ailleurs 

(4.) 


isin* 


4 


/>. = /•(<,)_ /-(O) 


lu valem- particulière de la fonction P correspondante è s = o: et supposons que 

le* fonctions P, Q ne deviennent jamais infinies pour de* valeurs finies et positives de 
y. Enfin, choisissons le nombre k , s’il est possible, do manière que les produits 


(4ï) 


Qc 


k-, 
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( 'O ) 

l’^aoouiMent pour < = ao, c'est -k -dire, en d’autres lormes, de manière que Fes 
produits ^ 


a 


V~') i^‘) +/'(» - r. ^') -f{- ïï ^') 




s’éraDouissent par z = oo . Comme ces doux produits se réduiront pour z = o , le 
premier k /"(a) — f\o) , et le second k zéro , il est clair que la râleur numérique 
de chacun d'eux ne pourra surpasser un certain maximum K ou A,. Cela posé, 
si l’on attribue au nombre entier n une valeur supérieure au nombre k , on tirera 
évidemment de la formule (34) 






(A + A.) / e d.d: 


go)- go) r 

asin* J O 


- V 

t d> 


on , ce qui revient au même , 


(40 


r. = db 


a(n-*)- 


' • 'asm’ — 


i désignant un nombre inférieur k l’unité , et le double signe ± devant être réduit, 
entre les accolades , au signe -j- ou au signe — , suivant que la ililTérenco f{a) — f[o) 
sera positive ou négative. L’équation (44) fait immédiatement connaître les limites entre 
lesquelles le reste r, demeure compris, quand on suppose n>k. 

Il importcd'obsqrverque.pour des valeurs croissantes du nombre entier n , la valeur 
du reste r, , déterminée par la formule (44) • s’approche indéfiniment de zéro; d’où 
il résulte que la série dont ce reste forme le complément est une série convergente, 
lorsque les fonctions P , Q demeurent finies pour des valeurs finies et positives de 
y , et que l’on peut choisir la quantité k de manière k faire évanouir les valeurs des 
produits (4‘z) correspoiidanles k > = oc . Si ces conditions n’étaient pas remplies , la 
série dont le reste r. forme le complément pourrait devenir divergente. Ainsi, par 

exemple , si l’on Teiil développer en série la fonction — par le moyen de la formule 

(ïo), en supposant la limite x, négative, et la limite X positive , on obtiendra 
certainement une série divergente , puisque le terme général ou l’intégrale 
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( Il ) 


# 


aura une Taleur infinie. 



a fl* 


Pliiiieura des formules précédentes , et entre autres les équations (3ï) et (36) sont 
extraites d'un Mémoire présenté à l'Académie des sciences , et déposé au secrétariat 
de l’Institut le 37 fétrier i 8 a 6 . J’ajouterai que ces formules sont elles-mêmes comprises 
dans d’autres plus générales que renferme un Mémoire présenté k l’Académie le a 6 dé- 
cembre dernier, et à l'aide desquelles on peut aisément déterminer le reste propre b 
compléter la série de Lagrange. 


$ 5.* Lorsque la fonction /(r) du ^ 3 se réduit à une fonction entière de la va- 
riable r et de plusieurs exponentielles de la forme 


le premier membre de la formule ( 17 ) est l’intégrale générale d’une équation linéaire aux 
düTérences mêlées et à coëllicients constants. ..Si les exponentielles se trouvent seules 
comprises dans la fonction ,ÿ(r) , alors le premier membre de la formule ( 17 ) sera 

l’intégrale générale d’une équation aux dilTéronces finies. Ainsi , par exenytle, en sup- 
posant éa; = a, on reconnaîtra que 


(45) 





représente l'intégrale générale de l’équation aux dilTéreoces finies 


(46) Ajr = o, 

tandis que la formule 


(47) 




'tW 


" ((r(r)««'-f(4-r)s'<*->)) 


dans laquelle f(r) désigne une fonction entière de r, fournira l'intégrale générale 
de l'équation aux dilTéreuces mêlées ■ 


(48) r(fl.)(r + V) = «*‘f(5-^x)j'. 

si l’on prend aæ= sa. Cela posé, la question résolue dans le troisième paragrapbu 
comprend évidemment le problème que nous allons énoncer. 
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( ) 

Pbobi.èwf 2. Intégrer «ni! èijualiem aux dijjcrcners finies ou aux liifftrrneex niélées 
entre la variable indépendante x et l’inrxnnue r. de manière que, r.etle inconnue 
se réduise à une fonction donnée f{x) pour toutes les valeurs de x renfermées 
entre les limites x — x,, xx=X, 

§ C.* ConsiilûrnnB maintcnaiil iiiiu équation linéaire aux dill'ércncea partirlIeB cuire les 
variables iiidépcndnutcs x, t et la variable principale s. Soit 


W9I 


F(Z)„ D,)s = o n 


celte mémo équation que nous supposerons de l’ordre m par rapport b x , et de 
l’ordre n par rapport h t. Aduietlons d’ailleurs que les variables x et t y soient 
séparées, c’est-é-dire que l’équation (/iq) ne renfcrnie pas de dérivées de i, qui se 
rapportent simultanément à ces deux variables. Enfîn concevons que x, , x, 
x„_, désignant m valeurs successivement attribuées b la variable x, et fo(r) , 
f„_,(r), m fonctions do r, la variable principale s et ses dérivées 
relatives b x doivent vériHcr 


(5o) 


pour X = X, > 
pour X = X, . 
• pour x = x, . 

etc. 

^ pour x:=x«_ 


la condition f,(A),): = o, 

la condition f, (/)^)î = o, 

la condition f, (0^): = o, 

etc 

la condition f,._,(Zt,) : = « . 


Pour abr(-gcr, nous employons {ci les notations dont noos irons fait usage dans le Mémoire lithographie 
•tiT l'analogie des puluaucfs et des diiTérences. En conséquence les nutations 

DrSf D,t, Dx'ty 

désigneront Ica fonction* dérivée* 

fit di d'z d*t d't r/**'*i 

di’ Ji ’ 7x^' dWt’ TF’"' 

cl l'caprcsoion symbolique ^ 

{d + BI>, + B’D, + CDr' + C'D.D, + C"D,' + ...)t 

reprtsentvra le polynonic ^ 

.< I I 1 'jT' \ r*f I r'n I 
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Alors , 

(û Ton nomme 


(5.) 

r , r, , e, , . . . 


des fonctions de r équivalentes .aux diverses 

valeurs de p fournies par l’équation 

(Sa) 

F(f,s):^F( 

r,s). ^ 

OU , ce 

qui revient au même, par la suivante 


(55) 

F(p,o)^F( 

r.o) : ■ ■ 

si de plus on représente par 


(54) 

«, «, , n„_,i s\. 


d’autres fonctions de la variables r , qui ne deviennent point infinies pour des valeurs 
6nies réelles ou imaginaires de cette variable , et qui soient propres à vérifler les formules 


/ 

/fe'‘**f,(r) + B.e’’‘*"f.(r.) + 

• • 4- ^m-ic’‘“~'*°f.(r«_,) = Jl. ÿ(r) , 


/?e^*'f.(r) + iî./’^’f,(r.) + 

.. + W~-ic'^'*“'*'fi('’«_,) = d\.^(r) , 

(55) < 

/le''*’f.(r) + ff,e'’’*’f.(r.)+ 

.. 4- ‘**f.(r._.) = .1{ , (r) . 


etc. 


ne 


■ f— (f) + («•0 + ••• + «—. * - f— . (r„ ) 

! . == -tl 1 


il est clair qu’on satisfera tout à-la-fois i l’éqiialinn (.^q) et «ux conditions (5o) en pre- 
nant pour f{r,s) une fonction arbitraire des variables r, j , cl supposant 


(56) 


i=<L<L- -rrrr . — rrr j.. , ■■ 


((•'•(r.O )) 


(( /(-) )) 


Il importe d’observer i.* que, dans la forniiilu (56), le premier des rdsidus 5 exlruire 
est celui qui se rapporte à la variable s ; a.* qu’on peut assigner aux fonctions (54) 

line infinité de systèmes différents du valeurs propres 5 remplir les conditions prcscr.itus. 
Pour plus de simplicité, on peut réduire iv fonction /(r) au dénominateur commun 
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tirée» 


( '4 ) 

des fraclioDS qui représentent les râleurs des ioconnaes R, R,,..., A«_, , 
des roriuules (55) . c’est-à-dire à 


(57) 


roTc-rr,*, -f.-.+r».,»,., . , , . 

/(r) = e _ f.(r)f.(r.) ... 

•« 

+ etc 


C'esI ce que nous ferons désormais. Ajoutons qu'après avoir déterminé la valeur de 
/(r) par l’équation (37) , 00 pourra disposer arbitrairement des fonctions 


* 

cRit 

et supposer, par exemple, toutes ces fonctions nulles, à l’exception d’une seule qui serait 
f^uivalente à l'unité. Alors les valeurs des inconnues 

R, R.,- R fl— . 

se trouveront complètement déterminées , et il ne restera plus qu'à choisir la fonction 
arbitraire f(e, s) de manière à remplir do nouvelles conditions semblables b celles 
que nous indiquerons dans le § 7. 

Il arrive très-souvent que, dans les conditions (5o) et dans les formules (55) , deux ou 
plusieurs des quantités désignées par z, , x, , ... x„_, deviennent égales notre elles , 
et alors ces formules peuvent être simplifiées. Concevons ,. pour fixer les idées, que, 
l’équation (4q) étant d’un ordre pair relativement il x, on désigne cet ordre, non 
plus par ni, mais par vm , et que la variable a soit assujettie é vérifier, 
I .* pour X = X, , les conditions 


(58) f.(D,)î = o, f,(fl,)ï = o,... L_,(0,)a = o; 

1.* pour x = A , les conditions 

(5g) f,(ü,): = o. f„*,(/),)i = o,... f, (D^)z^o. 

Alors , si l’on pose . ' ' ' 

(60) •• X — X, = (I , 

on pourra aux fonnulcs (54) et (57) substituer les suivantes 
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(ü>) 


( .5 ) 

! Af. ('■)+«.'■.('•.) + +«. <■.(>• .) »=,R i{r). 

«f.(r) + /f:r.(r.) + /(»•). 


etc. 


fl f._. (r) + fl. (r. ) 4- + fl.._. r— ^ (r) ; 


fl« f«(r)4-fl.e f.(r.) 4- . . .. 4- fl,„_,e f- , 

fle £.^,(r)4-fl.e f..^.(e.) 4- .. . 4-i? ■ n— tC: 1 ) ^II«4.| /(»■) 

etc 


fle‘”’f [r) + R.f‘{^.(r,) + ... 4 - fl,.._./’‘'"*'f.«_.(r_.)=.^._.^(e>i 


et 

(65) 


/(«■) = 


«(e».+r„+, + + r,._.) 

* [f*W *'■(’■•) — ••• — etc. J 

— « [f. ('•)*’■('■•) ••• f— ... — etc.) 

4- etc 

a(r+r, + + r„_.) 

±« [*■.(»• .(r„)r„(i-«_.)...f.._.(r)— etc.].. 

pourra que l’on délermioe l’inconnue 2 par le moyen de l’équalion 

(64) * tÇ**.*) flo. 4"fli« 4"*"4"fl«— .e 


{(F(--.*))) 


UcTC'’))) 


§ y.* Pour rendre sensible l'utilité des rnrmnles que nous Tenons d’établir, cl mon- 
trer en outre comment on peut parvenir à 6 xer la valeur de la fonction arbitraire ci- 
dessus désignée par r(r,s) , nous allans résoudre la question suivante. 

PaosLxna 3.* Suppoitmt les variables indépendantes x,t et la variable princi- 
pale 2 liées entre elles par une équation aipx différences partielles, linéaire et à 
eoéfficients constants , qui soit du second ordre par rapport à x . mais île C ordre n 
par rapport à (, et dans laquelle les variables x et l restent séparées. Soit 
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( 65 ) 


( >G ) 


d'* , de d“t , d"~': , , dt 

7;^ “ rf7 + ® 7F + "■ 77^ + - + "t- rf7 ’ 

• 

l'équation dont U s'af^it; et ffropi>sons^ious de Cintégrer de manière que Con ait, \ .* pour 
» = o:o , 

(G6) 4 ( //»s 4 - /?« ^ + C'a l-etc. =0, qutîlqiie sort t; 

dx ds^ ‘ 


2. * pour X — X 

_L_ O 

‘ rfj: * ' dx 

3 . * pour mais entre Us limites x,— x*, x = . 1 ^, 


d s rf* Z 

(67) AtZ-^B ,— — =« , quelque »oil t, 


(68) * = A(x), 


di 

Tî 


= /■*(*)- • ^ = - 77 ;r 7 =/■—(“•) : 


d'‘~’t 


A, , B, . C, , ... A, , B, , C,.,, rr.pràientiint des quantités constantes, et /". (x) , 
f,{x) , ... f„^,(x) des fonctions distinctes de la variable x. 

Solution. Pour déduire l’équaliou (Cà) de l’équiition ( 4 ^)> et le< condilious (66) , (67) 
des conditions ( 58 ) , ( 5 q) , il sulVit do prendre 


I F(r, ») = r’ — br -{-c — («„«'■ -}-a,_,s) 

f,(e) — y/. + Z?,r + ... , (,(^r) z=A, B,r C,r* X •••• 

Alors la forniulo ( 53 ) , réduite à 

f’ — be = r' — br , ' • 

ou. ce qui revient au nièinc, h ^ 

(70) (f — r)(p4-r — 5 ) = o , 

donne j> = r et f = b — r. On a donc r, = b — r, et par suite les équations 
(61) , (6a) , ( 63 ) , deviennent 

j «f.(r) + fl.r.(4-r')==iiV./(r), 

I ffe"f.(r) + /f.e;'*-'->f.(5 — r)= -, 1 .^( 0 ) . . 


( 7 ‘) 

(7*) 




Digitized by Google 


( >7 ) 

Lei fonctions ,91 et demearant arbitraires, on peut supposer, pour plus de sim- 
plicité , 

(73) iil:^ 0 , ^,= 1; 

et alors, les équations (71) se trouvant ramenées k la forme 
[ flf,(r) fl,f.(t — r) = o, 

(74) 

( fle"f,(r)-f fl.e*«‘->f,(6-r) = /(r), 
on 1rs vérilie en prenant 

(75) fl = -f.( 6 _r), fl,=f.(r). 

Cela posé , la formule ( 64 ) donnera 


(76) 


• I !■(»-*.) (i-r)fa-c.) 

r r * f.(k-r)« 


Il ne reste plus qu'k fixer la valeur de la fonction arbitraire k l'aide des con- 

ditions (68), Or, on y parviendra évidemment, si l'on suppose 


pourvu que, dans le développement do la fraction 

(78) 


F(r,s)-F[r,f(,.)l 

'-Ai*) 


suivant les puissances ascendantes de f(^i) , on remplace les exposants de ces puis- 
sances par des indices, c'est-k-dire, pourvu que l’on écrive 


/•.((*). f.M.- /;-.(»*). 


au lieu de 


. CAf*)]*. "tAi*)]’.- ifMr-- 

d"* s 

En effet, sous cette condition , la valeur de <^es formules (76) et (77) , se 

réduira pour ( = (, et pour m < n , k celle que fournit l’équation 
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(79) 


d^t r ••'»•. 

({ f.(i-r)f,(r)*---r.(iOU/»-r).”(‘— J)) 


((f.(i-r)f.(r).*"-f.(r)f.(6-r)**(‘-'J)) 
D’ailleurs, si l'ou pose, dans la fonnule (sa). 


f(r)=f.{6-r)f,(r) , 


on en tirera 


(8o) 


l. 


f.(A-r) f 

%J dp. 


(( f . (i - r) r,(r) s • - f . (r) r. (4 - r) r 
et de plus, comme, en multipliant par r la fonction 


= A (®) : 


f.(4-r)f.(r)e«'--f.(r)f.(4-r)«‘t*-'-> ’ 

on obtient un produit qui devient nul, l.*'pour r = — », a.* pour r=oo, on 

conclura de la formule ( 5 ) que lo résidu intégral de cette fonction ic réduit b zéro. Donc 
l’équation (79) donnera 

^ = A(®)* pour < = 

et les conditions (G8) seront toutes remplies. 

Les formules (76) et (77). s'accordent avea celles que j’avais établies par uno autre 
méthode dans le Mémoire du 10 avril i8a6. Ajoutons que la valeur de r, déterminée 
par la formule (7^) , ne sera point altérée, si b l’équation (77) on substitue la suiv.mtc 


(8.) ,(r.s)=e J 


Afs)] l.{r)f -f.(4-r)« 


d.ïs. 


Appliquons mainlênaot les formules que nous venons de trouver b quelques esemples. 
1.” Exemple. Si l'on veut déterminer les lois de la propagation de la chnieur dans 
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uno barre métallique d'une trës-pelite épaisseur , et dont le» extrémité» correspondent 
aux abscisse» x, , ^ , il suQira d’intégrer l’équation linéaire 


(8a) 


d’t lit 

k — /» J = — , 

rf X • dt 


dans laquelle : désigne la température au bout du temps ( , et k , k deux cons- 

tantes positives, de manière que l’on ait, pour x = x, , 

(83) /tz — ~ = o , 

pour a? = aT , * 

( 84 ) ■ + = 

et pour t = o , mais entre les liiiiilcs x — x.,x = X, 


(85) =-/•(<=). 

A, B étant doux -nouvelles constantes positives, et f{x) la température initiale. 
Cela posé, on déduira des formiilc» (76) et (77) la température variable z de la 
barre métallique, en prenant 


(86) F(r,s) = r* jt, {,{r)z=A — r, t,[r) = B-{-r, 6 = o; 

et comme , en écrivant /■.((»), ou plus simplement /"(i») , au lieu de [/'((t)]’, on 
trouvera 

r F(r,s)-F[r,r(u)] /' _ r «'‘VCl*) . 

la valeui' cherchée de l'inconnue : sera 


r(x — «,) 

( 87 )a = e"‘'/._(±tllf -Jdzïh. 




kr*t /* r[X’u) 

— (B-f-r)e 


On ne doit pas oublier que , dan» la formula précédente , la constante ' a représente la 
diflérencc X — ‘x,. Si II l’équation (77) ou substituait l'équation (81) , la valeur de 

Z se présenterait sous la forme 
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(88) 


r[z-x,) .r(fc-x,)] 

-ht r kru -[A-T)e 


( *0 ) 

!X^ I jArirfî* 


ü(( (.^+r)(B+r),---(^-r)(B-r)«— )) 


Enfin , si , dans l’équation (88) , on remplace r par il faudra , en vertu de 

la formule (47) de la page 174 de» Exercice», multiplier par ^/^7 la fonction sou» 
le signe . On aura donc encore 

(89) . - = 

.»( O -kr’t [eco»r(as-j:.) + /f sinr(*-»„)] r [rco»r(X-fi) + Bsinr(A’-p)]/’((i)rff* 

e Oe — 

(( (r“ -,éB)»inar- (,é +B)rco»ar )) 

ou i ce qui revient au même , 

(90) a = 

-kl -kr’l [eco»r(a:-*.) + /f »inr(a;-®„)] j [rco»r{^ -vj/) + B»inr(,ï- p)]/’(fi) rf;/ 
e le ^ 

[a(r* - yéB) - (,< + B)]eo»ar+[a (,é+B) + a]r sio ar ’ 

le signe ! devant être étendu à toutes les racines de l’équation 

(gi) (r’ — AB)»mar — (,^ +5) r cosar = o. 


La formule (90) fournit la solution connue du problème relatif à la propagation de la 
chaleur dans une barre métallique. Il est d’ailleurs important d’observer que la tem|>é- 
rature - , donnée par cette formule, vérifie évidemment l'équation aux différences 
mêlées 

(9a) (/f + 0.)(fl+'0.)(*+ Aa)-(/f -/>,)(«- 0-)î = o, 

ou 

( 93 ) + + = . • 


quand on suppose ax = sn. 

s.' ExtntpU. Si l’on veut déterminer les vibrations d’une corde que l’on suppose 
tendue cuire deux points fixes, correspondants aux abscisses x. , A', et que l'on 
abandonne b cllc-tuémc après l’avoir un peu écartée de la position d’équilibre; Il suf- 
fira d’intégrer l'équation linéaire 
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( 94 ) 


d' X ^ J d' X 

■ rfr» dx' 


dans laquelle x désigne l'ordonnée de la corde, et h une quantité con»tanle , de 
manière que l’on ait , i.* pour x — a:,, ct^ur x = X^ 


(gS) r s = O , 

quel que toit t; s.* pour « = o, mais entre les Hiniles x = x,, x — X, 

(gC) ; = f[x) , ^ = O . 

^(z) étant la valeur initiale de Cela posé, on déduira des formules (^G] et (77] 
la valeur de l’inconnnuc z, en prenant 


{97) = f.(r)=f.(r)= I . i = o. /■.(p) = /•((.), /■,(p) = o; 

et comme en remplaçant [/'(p)]”=i par fKv-'), puis [f(fx)]' par zéro, dans 
le développement de la fraction 

F(r.i)-F[,-,/-(p)] 

*-Af) 

on trouvera 


r F(r,s)-F[r,/-(p)] + 

“/•((*) ((F(r;^))) » 


Af) 


la râleur cherchée de Tordonnéc z sero 


(98) 


/kri — fcri r(»— X.) — pf® — j*.) 

-r r 

/ « 

X, 


ou, si l'on Ciit usage de la formule (81] , 

krt —hrl r[x~x,) — r(x — x,) r(.ï — p) — r(.V— p) 


, f e +e 

( 99 ) — -y 


J'. 




Dans les formules (98) et (99) , o = A' — z. désigne la longueur de la corde que 
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X, — O , X = a , on tirera de 


( '*» ) 

l'on considère. Si , pour plus de simplicité , on prend 
lu Pormiile (99) 

P dit 

(100) • ï = )) 


, cc qui revient fui inùmc 

a 

(.0,) 


a nit/it 

== — ï COS — sin 
'a 


nr.i / ^ . nru 

in— — - f sin 

al a 

*/ O 


le signe ï s’étendant è toutes les valeurs entières et positives de n. On obtiendra 
ainsi la solution connue du problème des cordes vibrantes. Il est bon d’observer que les 
valeurs de données par les formules (98) , (99) , (100) , vérifient évidemment l’é- 

quation aux dilTérences finies 

(loa) iî = o , 

quand on suppose aæ=sa. 

Uevenons maintenant è la furmulu (C 4 )> Si l’on fait , pour abréger. 


r{x~x,) r, (*-*.) 

(io 5 ) v — Re -\-R,e + ... + f 

> 

cetto formule dcricodra 


(io4) 


r f r"?{r,») c 

inTTïïT T?m1) ' 


et si Ton veut di^lcrmincr la fooctioii arbitraire ^ telle sorte que les condi- 

tions ( 08 ) soient tontes remplies pour i l« , il sullira de prendre 


(io 5 ) 


t(r,a) = 


F(r..)-F[r,^{e)] 

J-ir(r) 


— •U 
e 


pourvu que, dans le développement de la fr&clion 

F(r.s)-F[r,,e(r)] 

s-tr(r) 


on remplace les exposants de 


w(r) par des jndices, et que l’on clioisisse les fo'iclions 


(>■>«) 
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de manière è rérifier leé conditions 

Cela poté , l’équalion (io 4 ) donnera 
(.08) 


£ r F(r,«)-F[r,.r(r)] . ^ 


s-^lr) « F(r, .)))(( ^(r) )) ’ 


ou, ce qui rerienl au même 

('09) 


)' r F(o,*)-F[o,»(r)] « 

ïs=t^l^- - — - 


• (<-».) 


*-'M ((F(r,.))) ((^(r))) • 

J 

Il reste à faire voir comment on déduira les valeurs des fonctions (106) des formules 
(107), c’est-à-dire, comment on trouvera une fonction w(r) propre à vériGer une 
équation de la forme 


(110) 


^ “ ^ (( iKr) )) • 


^(x) étant une fonction connue do x. Or, cotte dernière question peut être résolue,. 
non-seulcmciA à l’aide de l'équation (17) , do laquelle on déduit immédiatement la for- 
mule (80) et d’autres semblables, mais encore, dans beaucoup de cas, h l’aide de In 
méthode que nous allons indiquer. 

La fonction *r , détenuinéo par la formule (io 3 ) , vériGc évideniiiirnt , quel que .«oit 
X , l'équation dilfércntirlle 

(iii) • F(0,,»)o = t>F(r,»). 

De plus, lorsqu’on prend pour r une racine de l’équntion 

(lis) ,/(r)=o, 

la fonction i’ eatisfait encore, pour x = x, , aux conditions 

(tiî) f.(D,)n = o, f,(D,)i'= O , ... f„_,(D^)r = o, 

et pou» x-=.X, aux conditions 

(ii4) f-(0»)'o = o, f„*,(D,)i' = O , ... f»»_,(D,) V = O .- 
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( »4 ) 

Soit maiolcnant w une fonction de x et do p propre à vérifier i'équalion diffé- 
renliello ■ 

(ti5) F( — O, ,»)h> = ti»F(p ,») . 

On tirera des équations (■ ■ i) et (l > 5 ) 

(lit)) wF(D^,s)v — uF( — D,,s)tv = ti w[F(r,i) — F(p,a)] , 

Soit d’ailleurs 

(1I7) F('’.o) = Ar.r""-f-A-,r”“— -f. r4 -A',„. 

(ioiuuie lu dilTéreucc 

' II» Dj' « — t» ( — w = w — - — ( — I )" t) 

tix" ax" 

re-stera , pour toutes les valeurs entières du n , équivalente à la dérivée du polynôme 


'c da rf*— ’ 


7 + -=F 


dp d’—'w 


dbt» 


d’'~'w 


dx”—' dx ~ dx dx"~’ d*"~‘ 

le premier membre de l'équation (uC) sera évidemment la dérivée de l’expression 

« 

rf*"— r , /, , dm\ d'—.'p 

h, w — h «I If — n. — -7 4 - etc 

dx’"-' \ dxj dx'”-' ^ 

... + (A m - A-,_, - + ± t> • 

Par suite, l’équation (i 16) , multipliée par dx , et Intégrée entre les limites x = x, 
x = .Y, donnera 

(118) [F('’»«) — ^'«'da: = o, 

si l'on a , 1." pour x=x,, a.* pour x = X, 


(" 9 ) 


! . d' — 'p . /, , dw\ d'”-'P , 

1 + rf^.v-r + 


etc. 


/ . dw . , d*XD - . / »U7\ 

. , . + — A.._. — + A',„_j — — ±:k. j t< 

Cela posé , admettons que les fonctions 
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(.10) f.[r). f,_,(r). f,(r) , 

V 

. I 

tolenl toules il’uii ilrgré inférieur k am; et dé»ignoDi par 

f.{ü.)a> = o , /,(/;,) 111 = 0 , ... /«l,(D.)w = o 

lea ëquatioot qu’uo obticut , loraqu'aprèa avoir élimûié de la formule (■ 19) . à l’aide det 
condilioDi ( 1 1 3 ) , m ternies pris dans la suite 


(. 11 ) 


V , 


rfe 




d’"-‘r 


dx * rfx* ' *" * , 

on égale à zéro \cn c>>êfl]eienlt des termes restants. Soient encoro * * 

(n 5 ). f^{D.)w = o . /„+,( 0 ,) w=^o , ... /,,_,( 0 .)io = o , 

le. équations du même genre auxquelles on parvient lorsqu’on effeclne l’élimination, non 
plus b l’aide des conditions (1 15 ) , mais b l'aide des conditions (ii4)- H est clair que la 
formule (119) sera vérifiée pour x = x, et pour m=^X , si l’on détermine la 
fonction to et la valeur do p , do manière que, l’équation (1 iS) étant satufaite pour 
une valeur quelconque do x, les conditions (ta.) soient remplies pour x = a>. , 
et les conditions (ii 3 ) pour x = X. Donc alors la formule' (1 18) sera elle* même 
vérifiée , et l’on en conclura - 


(•» 4 ) 


/ tModx = O , 


b moins que la valeur de p no coïncide avec l’une d’os racines de l’équation (Si) , c’est- 
b-dire, avec l’une des quantités r, r, , r , .... r,„_, . 

ê * 

Supposons b présent que l’équation iranscendanto qui détermine la valeur de p soit 
se.mblablo b l'équatioii (1 ■ 1) . en sorte qu’elle se réduise b 

(i»ô) ’ /(p) = 0 . 

Admettons en outre que , dans les fôraiulcs (61) et (6«) , «1 remplace les fonctions ^ > 
A.I • .«. par zéro, la fonction par l’unité, et qu’en conséquence ces 

mêmes formules deviennent respectivement 

4 ' 
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( *6 ) 

flf.(r) + fl. r.(r.) + +fl.„_.r. =o, 

flf.(r)4.fl.f.(r.) + +fl.,_.f,(r.._.) =o . 

etc 

flf«._i (r) + fl, f»,_, (»•,) + -4- B,m—% = O : ■- 


fle f,(i^ + fl,6 f„(r,) -J- . . . fl,«_, e — o, 

(1*7) J "1“ ^^1* f««+i(e,) -f“ .. . *4-fl,«_,e ^ O , 

etc 

fl« f,,_.(r)-|-fl.e f,,_.(r.)4-... + fl„,_,e f,._. = ^(r). 


Le rapport 

(t.8). " 


r(i-*.) r.(j-x„) r,„_.(x-x.) 

/l C -f* «, €> ••• -f- 


^(r) Sc 4-fl.e + fl,„_,e "“"'f..-, (r,„_, ) 

considéré comme une fonction de r , ne variera pas , si l’un j remplace la racine r 
de l’équation (Sa) par l’une des autres racines r, , r, , ... Donc, si l’on fait 

pour abréger 


la formule ( 110 ) pourra être réduite k 


(i5o) 


/’(*)= î 


Hr) 


le signe x s’étendant , non pas & toutes les racines de l'équutiun (iia), mais seuléméat 
i celles qui fournissent des valeurs distinctes de la fonction F (r, s). Concevons main- 
tenant qu’aprés avoir posé p = e dans la fonction to , un multiplie par wdæ 
les deux membres de l’équation (i3o). On en tirera , en intégrant depuis x = x, jus- 
qu ’ii X — X , et ayant égard k la formule (1 a4) s 

^ ’ Y * Y ' 

(tôt) • J' u<f[x)dx = ^^^J' vwdx. 
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On aura donc 

(•5*) . 




( *7 ) . 

f »/■(*) 





+ (r) = /(r) 


i: 


xwdx 


Or , la Talour précédente de ÿ (f) ne Tarinnt pas . quand on remplace la racine r par 
l'une des racinca r, , r, .... r,„_, , on aura encore 


(«55) 


' ( ^(r) = H«-.) = -= + ('-— .). 

+ (r) = ^ [+ (r) + + (*•,) + ... )] : 

\ itn 

et par tulle on vérifiera l'équation (laq) en prenant • . i ■ 

(.54) 

nu , ce qui revient au même , 

(■SS) 


J'(r) * ”• 


r icf{x)da 


r 

J m. 


tvcdx 


Cette dernière équation fournira, daaa l'hypothètc admise, la valeur de w[r) propre 
k vérifier la formule (iiu). 

Il est bon d'observer que , si les fonctions (i*o) , étant d'un degré supérieur au 
nombre am, résultaient de la ntultiplicalion d'un facteùr commun ;;(f’) par d’au- 
tres fonctions d’un degré inférieur à a m , la valeur do w (r) pourrait encore se dé- 
duire des principes que nous venons d'établir. Eh eflet , pour y parvenir , il suflSraK de 
remplacer , dans les formules (> lo) , (i .3) et (i i4) . la fonction f[x) par x(Or) f{x) , 
et la fonction v par y = x(D,)v, 

Appliquons maintenant les formules qui précèdent à des cas particuliers, et supposons 
d'abord que , U fonction F(r,s) étant du second degré par rapport k r , on ait 


F(r,o) = r* — br-^-e, ' (,(r) = A r , f,(r) = J-d-r. 


Alors les formules (m). (>>3), (n4) deviendront 

(.56) 


••♦-J 


— A ^ -)• CO = r' — Ar + O , 


J i'rtr r-** • 




- 


( »8 ) 


{' 5 -) 

et l'on en tirera 
(«39) . 


A 


(.38) 


«o + ^ = o; 


r(*— ».) (6— — *,) 

« (/■^^)r -(^-r)« 


Déplus, les Éormulcs (iiS), (m), (ii3) sr réduiront k 
(i4o) 


rf*» rfœ , 

— + cM. = p> — 6p + e. 


(i4i) {A — b)tv — ^ = 0 , 

dx 


(.4«) 


(B + 6)n. + ^ = o! 


et l’on trouvera par suite, en éorivant r au lieu de p, dan» la fonction de æ et 
de P désignée par w , 


(.45) 


w = «“"'o . 


Cela posé , la^aleiu de w (r), déterminée par l'équation (.30) , pourra être présentée 
sous la forme 


(> 44 ) 


V(r) = r 

•e' 


^ {»— K-V-*) 

-n‘ 


f(x) dx , 


r désignaiU une racine de l'équation - , 

(.451 (^ + r)(fl + r)e*'^_(,4_r)(B — r)e«(‘-’) = o. ' 

On aura donc par suite 

(•46) . f(r) = 


r(//+r)/'* r' 

^ (((,<+r)(«+»)r‘'^-(,#-r)(B-r)a‘<‘-'->)) J ^ 


f(f)d^. 


Celte dernière formule peut être im'hiédiatement déduite de» 6 |ualions { 76 ) et ( 81 ). 

Supposons encore que , le uombre m demeurant arbitraire , les conditions (n5) cl 
le» conditions ( 1 14 ) »c réduisent aux suivantes 
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( *9 ) 


(• 47 ) 


t> = 0 , 


dv 


d'r 


■ = o . 


= O , 


rfo — t P 


dx dx' 

Les formule* (i»6), (1Ï7) deviendront 

fl + fl. + -f-W.«._i=0, 

I + + ° • 

(• 48 ) 


(' 49 ) 


m — 1 m ~ 1 

Rr + fl. r, + . 


ar «r, 

R c R ^ 6 


ar art 

Rre 

• + fl.«_ =0 , 


. 

«I — 1 O»* m — 1 art 

Rr e fl, r, « . 

— 1 artm-~.t 

.. +fl.-_,r,„_,s =^(r). 


Iniidit <|ue le* conditions (1 1 J ) et (1 * 3 ) donneronl, 1.* pour æ = aro> *•* poer at^X, 

rf" — * I* 


(• 5 o) 


dn 

“’ = O , — = O , 

dx 


d ' n 

~dx^ ° ■ 


dx" 


Or, si l'on détermine f> et la fonction w par le moyen de la formule (1 15 ) réunie 
aux conditions (i 5 o) , l’équation transcendante qui fournira les valeurs de f sera sem- 
lilable & la formule (lia); et , si , dans la fonction w , on écrit r au lieu de p , 
l'on trouvera 

r(JÎ— ®) r,(A: — jp) — i(Jt— *) 

(l5i) w = Re +fi,e 

En substituant, dans la fonnuts (i 35 ] , la valeur précédente de iv, en obtiendra 
celle de la fonction « (r) . Il importe de remarquer que la valeur de l'intégrale 

f vu'dx ' • 

J X. 


pourra être facilement calculée par la mélLode que nous allons indiquer. 
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Les expressions 


( 5o ) 


^ » ^11 ••• Ai.— I > /(»■) 

étant déterminées en fonction de r par le moyen des formules (i 48 ) , ( 149 ) , les va- 
leurs de V et de tf que fournissent les équations (io5) et (i5i) vérifieront, quels 

que soient r et x, les deux équations 

(lit) F{0..s)e = eF(r,s) , (,5s) F(— 0,,s)‘w = tt,F(r,s) , 

taudis qu’elles satisferont. pour xz=x,, et pour une valeur quelconque de r, 
aux conditions 


dv 


d--'v 


( e<*\ « P rf® m 

,5S) « = o. ^ = 0 ,... -^=o;w = o. ^ = 0 .... 

*.• pour f et pour uoe valeur ^uelcon(]ue de r, aux conditîoos 

(.54) «-o,-_o,... -^^=_^(r); «, = o.- = o, = 

De plus . on tirera de l’équation (. 1 1 ) diiTérentiéc par rapport à r et «ombinée avec 
l’équation (>5s) 

(.55) wF[D^.s)~-^Fi~D..t)w = vw-^I^=:vu,-^I^^ . 

Cela posé , si l’on intègre , par rapport à x , entre les limites x = a;. , i = AT , en 

ayant égard à la formule (. .;), ainsi qu’aux conditions (.55) et (.54) , et si l’on fait, 
après l’intégration , ,ÿ(r)=o, on trouvera 


(.56) 


rfF(i 

dr 


'■,0) 

— I vwdx = [ — i)”éo 


d"‘T rf"*œ 


dx”-'dr rfx-" ' 

la variable x devant être réduite è X dans le secoad membre , et par conséquent 
(, 5 -) — f ««rf* = *./'(»•)! A*--|. A. r," 4..., 4. 

./ «r. ^ ' 


On conclura de celte dernière formule réunie è l’équation (i5&) 
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( ) 


f,SR> / > _ ' «r(^o) - 

' ' . intk„ dr it r"* + iti r,"* + ... + Jlim — i i 


et par siiile on tirera de la forniule (i lo) ' , 

tir */ r« t • 


(lâg) f{x)—.^ 




»’"*<■(( /W }) 

Si F (r, () était une fonction poire de r, ou, en d’autret termea, <■ Ton arait 
^i6o) F(r,f)=:F( — r.a) . 

il suflirait' de remplacer la Icllre f par la lettre r, dans lo fonction w, pour taire 
coïncider l’équation (iiô) avec la suivante 

(i 6 i) ¥{D, ,s)w = wT(r,s) , ■ 

D’aillaurt on vérifie cette dernière, avec les conditions (iSo) , en prenant 

r{x — m,) r,(®— *.) r, 

(i6î) w~v = Re -f- ... jî,._,o , 

/ fc S 

et l’on trouve alors , pour x=X , 

. - -, ■ •. < - 

d"w i/~» 


(i63) 


= -;—— = Rr e +R,r, e -|-... + W ,«_,r ,l_,e 


dx 


Par conséquent, dans lo'cas dont il s’agit, on pourra aux formules (i&8) et (iSq) subs- 
tituer celles qui suivent 


I rf F (r, o) 


(i64) 


r{r) = 


r 

•J *0 


vds 


m ar m 

im*„ dr Rr a + ... -fil r ,„^,a 


(. 65 ) 


a "»*.(( g{r))) 


Ur e +... + fl,„_,r 


a»— *a« — »* 
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( 5 » ) 

Si , pour aliré^r, on détigne par et par M lea polyooinca qui ac déiluiaent de- 


là fonction v quand on j remplace la variable x , i.' par lu lettre ; a.* pur 

la aomme X -{-x, — p, puia, par v. et par , [n étant un nombre entier 
quelconque], lea pulfnomea que l'on forme en poaaut aucbcaaivement , dana la fonction 

, x — x,elx — X; on auru évidemment 


|16G) 

et lea équationa (i 58 ), (159) donneront 


{.67) 


(168] 


= idx' ' 

r(x) = l. 


a.n*,c. ■((/('•))) 

tandia que lea équationa (iC4) ■ (iG&) ae réduiront b 

t>6g) , -(r) = . 

' ' a m «or an dr 

ir 


(> 7 “) 


m = «î^ 


ami, F'» 


(( #(>■) )) 


De plua , ai l'on auballtue, dana la formule (108), lea valeura de w(r) délerminéi-a 
par lea équationa (167) et (16g) , on trouvera aucceaaivement 


rfF(r.o) •(«—«.) 


{' 7 «) 


(■ 7 ») 


_ff f JU .. 

«mi.r4(F(r.a))]({/(r))) " ,-/(«) ’ 

aF(r,o) .(*-(.) 

F(^')))((#W)) J, ' '-Af), 


_ r f ' <!’■ 


lea expouinta de /(p) devant être remplacée par dea indicée dana le développement 
de la fraction qui a pour dénominateur a — /'(p)- La valeur do z fournie par l'é- 
quation (171) ou (17a). repréaenle l'intégrale de Téquation (49] , doraqu'on aaau)cttit 
cette intégrale k vériGer Ira conditiona , 
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<(uel cjiic soit , 1.* pour x = x,, ».• pour x = X, et les conditions (68) pour 

( = t. , tant que la variable x demeure comprise entre les deux limites x, , 

Exemple. Pour déterminer les vibrations d’une lame élastique très-étroite, dont l’axe 
s’écarte très-peu d’une droite verticale prise pour axe des x , et dont les extrémités , 
supposées fixes , correspondent aux abscisses æ = o , æ = a , quand cotte lame est 
assujettie de manière à toucher constamment la droite dont il s’agit en chacun de ses 
points extrêmes , il suflit d'intégrer l'équation 


(•74) 

s 


rf’ » , 


O . 


dans laquelle k désigne une constante réelle, de manière que l’on ait, i.* pour 
X = O , et pour x = a , quciquo soit t , 


{■'â) 



a.* pour ( = O , mais entre les limites x = o , z = a , 

dt 


(176) 




dt 


: 0 , 


f[x) désignant une fonction connue do la variable x. Alors on vérifiera l’équation 
difTérentielle 

(■77) ■ . 

pour toutes les valeurs de x, ot les conditions 

(178) ■ v = o , 


de 

dx 


.0; 


1.* pour æ = o, a.* pour x = a, en supposant 

(•79) , '■= ■ ' ■ 

s. ‘ • 

i •^sinarj I cosrasj — 1 co»«rj I , 
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( 54 ) « 

f 

cl prônant ponr r une racine do l'équation tranaccndantc * 
^180) cosrtr = » , ou (181) long 


( ar ar \ ^ 

ar "*• / ’ 

« » +t > / 


qu’on obtient en égalant & zéro la valeur de correspondante k x = a , savoir 


dx 


(>»*) 


dv 

dx 


= /(r)r=r[(e'"' + (-”■) cosar — a] , 


delà posé, comme on aura*, pour a: = a , 


(. 83 ) 


d'v 

dx 


- =»••[(«*'■ — e-"") cosar — (e*’" + «”"■) sinar] , 


on tirera des formules (170) et (17») 




K* • 


[(«•'■-«-•'■)coiBr- sinar] (( (»*''+«-'"')co!«r- a )) ’ 


et 

(. 85 ) 




J, cos/rr’t - - - , 

cosar - («“'•+8— •‘'■)siu«r] (( (e“r+,-*rjgf, 5 a,.. ^ jj 

7)^ désignant toujours le polvnomc que l’on déduit do la fonction v , en remplaçant 
la lettre x par la lettre jt. L’équation (i8d) peut s’écrire comme il suit 


(186) î = — ïcosfcr't 


/‘W.fMd^ 


cosar- sin or]’ 


le signe l s’étendant it toutes les racines do l’équalion (181). De plus, comme ces 
racines sont' quatre & quatre, do la forme 

(187) r = A, r — — h, r — r = — /n/TT , 

k désignant une quantité positive [voyez la 11.* livraison des Exercices], à l’exception 

de la racine r = o , qui fait évanouir dans la formule (18G) la fonction renfermée 

sous la signe tt; il est clair que la valeur de : pourra être réduite i* 
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■( 55 


(>««) 


î r=— seosA r't 


• > 


cosar- sinar]’ 


le si^iie ï oe sV-k-ndunl plus qu'aux racine* réelles cl pnsitires de l'équaticm (iRi)- 
La liirmulc (i8C) s'accorde avec celles que SI. Brisson a données dans un Mémoire pré- 
senté .S l’Académie des sciences en novembre iSîô. 

Il est bon d’observer qu’on u généralement 


(( - ,r f - , . ar 

j \e > — c * y C 08 — — V® * +c — 

! a a 

€l quVii conséquence, si !*on fait , pour abréger. 


4 ir «r\ 

c » — c » / cos — 


. ( - ■ “H. 

+ \e ’ — e > ysin — | 


(igo) - — cos ri , Ç, = — — — — siiiras, 


(ï9*) == 




•cosry* , 


TU, 




- sui 


la foruiiile (iH4) donnera 
(iga) 





/ «r <ii* ^ 

le » -e / c. - * 

/ «I* ar 

U * +e “ 

]. /'‘’TTt.cos^-ITI-.sin^' 

/f» / ’ Vri-'-'- 

(((' 

1 

ar \ 

— — ::"i <*»* 

’ * - c * y cos — 

a 

4 

f «r «r \ / 

far nr 1 

\e ' +e ’ / 
ar «r ^ 

«~.+ e 

j, /’®nL.»i'>"+'nL.cos" 

(((• 

41 r 41 r y 

— --“-l ar 

^ 'C * y cos — + 

a 

/ ar ar\ 

\e » +c * j 

rr / A 

-?)) -, - 


L’équalion (ig*) . que l’on peut ramener 5 la forme 

(TÏÏJ- Î 3 + '1T13. f. ) Af*)*^!* 


('93) 




S-' '1 (( eosar- a )) 

(««'-*— )co5ary’'(7it,ï.-7iîj3Ç.)Ai»)rfH«"^+«*'")>i"“r y’*CîTîj5<+'n'&*L)Af‘)'<t‘ 

■'i (( («"■ + «~'‘'')C 05 ar- il )) 
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( 36 ) 




üc déduit eitémeot de lu suivante 

(>a 4 ) ' , ■ = 

(■ («“■-«— *'’)co«ar[i!’''-cOïrjj-jinrj!]-ae‘'''!iniir[<i-'''-cosrx+sinrir] f 
» (( («"■ + a~“'')uo5«r- a )) c' • * 

En oflct.si, dans cette dernière formule, on rcroploco successivement b variable r 
par — r, par r^~ cl par — r^/T , oti obtiendra en tout quatre formules dis- 
tinctes qui, ojoutées l’une à l'autre, reproduiront l'équation (iqô). De plus, comme on 
a , en vertu du l’équation ( 1 8o) , 

/ 

(igô) O""'’) cosnr = s («••'' cosnr — i) = » (i — e“*''C 08 ar) , 

/ r 

il est clair que la formule (ig4) pourra être réduite k « 


(>96) A=“)= . 

P (i - "'cosar )[«'■'- cos rat - sinrj:] sinar fs”" - cosraj+sinra:] 

(( («*''+«~“'’)eosar-a )) 




Or, celle-ci peut être immédiatement déduite de l'équation (16) comme on lu verra 
tout il l'heure. 

§ 8." Revenons maintenant il l’équation ( 4 g) , et supposons toujours qu'il s'agisse 
d’intégrer cctlo équation de manière è vérifier pour x = x, les conditions ( 58 ) , pour 
x^X los conditions ( 5 g) , cl pour ( = (, , mais entre les limites x = x,, x = X, 
les conditions (G8). Au liou d’eflfectuer l’intégration è l’aide des formules (>og) et (1 10) , 


on pourra supposer 
% 

(' 97 ) 




r r "O F(o,.)-p[o„ 


mir"—-',,. 


pourvu que, dans le développement de la fraction renfurmée sous le signe j , ou 
remplace les ctposanls des puissances de ^(p) par des indices , et que , dans les for- 
mules (fil), (fia) > on assigne aux difi'érents termes de la suite 


(' 9 *) 


^ f çR» » ••• .tRw— 1 , fîA.*.»— t 


des valeurs tellement choisies que la fonction v, déterminée por l’^ualion (lo 5 ), vé- 
rifie la condition 


(' 99 ) 


A*) = I 


..?('•) )) 


‘ -'■((»— a-.) , 

e Af‘)“.“ 
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37 ) 

entre les limites x = x. , x = X. Or, cette dernière condition sera remplie, si l'on 
U , entre les limites x=x„, x = X, 


(ïoo) 
et de plus 

I 

(ïOl) 




r,(sB^Xo) 


I cte 

n rim — 1(»— ».)# _ 


Il suit d’aillenrs des principes è l’aide desquels on a établi l’équation (|6) , que la formule 
(soo) sera vérifiée, si la funolion /I remplit certaines conditions prescrites relative- 
ment à la fonctien ' x {*) dans le § a , en sorte qu’on ait , pour^ r = — oo , 


(202) 

A 

^(r) ~ ‘ 

et pour r == oo 

• 

( 9 o 3 ) 



w (r) étant une nouvelle lonction de r qui ne devienne pas infinie , quand r s’é- 
vanouit. Ajoutons que , pour satisCiise aux formules (aoa) et (to3) , il suffit d’attribuer 
è <R> certaines valeurs que nous allons indiquer. 

La fonction ^(r) étant déterminée par l'équation (63), la voleur de r tirée 

des formules (6i) et (6a) , sera une fonction linéaire des coefficients ^ 

Si.t'x-t ! et, si l'on suppose en conséquence 


(ao4) — QM. ~h Qt é{.‘ +Ç «— 1 

“*f“ ri" Çm + l "1" "f" Q»« — lûtV*"»— s * 

en aura 


y» 
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( 58 ), 


+ <?— .f.-.W 


(*o5) + 


4- [Q». (■...('•) ’+Q.+.L+.W 4- 4-y.— 

Donc, si l’on fait, pour abréger, 

1 V^ = <3f.(r)4-ç.f.(>-)4- + Çn.-.f— .('■) . 

(ao6) I 

I = 4- <?— ,r-+.(r) + 4- <?.— .f.._ .(r) , 

on trouvera 

(a 07 ) + 


D'ailleurs , comme , pour des valeurs infinies (le r, les racines r, , r, ,... r,„_, 
de l’équation • 

F(p.<) = F(r,s) 


SC réduisent seusiblemeot h celles de l’équation 

(ao8) p*'" = r"" 

- en sorte qu’on peut prendre alors 


r, = feos — -4- i/n sin — ^ r , r, = feos — i/., sin — \ r , 

\ m ' m/ \ m m j 

(aog) { etc etc 

r,„_i = 1 cos-t + y/.i sm r. r,„_. = c«s i - \/T, sin ^ , 

\m I \ m "•/ 


(s lo) r,„_, = 

on reconnaîtra sans peine que la fraction 


■r, 


(an) 


VJ ’ 


ou le rapport entre la somme des terme* qui , dans la fonction (r) , renferment le 

facteur e*' , et la somme des termes qui ne renferment pas ce même facteur, sc ré- 
duit à zéro pour r = — oo , et à 1 infini positif pour r = ao . 11 est aisé d'en con- 

clure qu’on vérifiera les conditions ( 202 ) et (ao3) en prenant 
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( 3 <» ) 


(919) 

1 

II 

= — f.(r) , .. 

3 

II 

1 

••> 

i 

i 

II 

= 0 , ... 

=0 , 

( 21 5 ) 

• 




Alors les formules (Ci) , (62) deviendront 


(»> 4 ) 


( m.{r)+nX(r,)+_ +R. f,(r .) =-f,(r)ÿ(r) . 

(*■) + + ('•,■_,) = — fiW^W . 

etc 

^ flf«-i (*■) + /î.f«_.(r,) + + fl>«-if».-i(r,«_, (r),f(r)î 


or ar, # 

Rc f„(r) + VÎ,« f-(r,) + .... +fl.«_,e f«(r,._.) = o, 

Re f„+,(r)-|-/f.e ‘(m+,{r,) + .1. ’"~'f„+.(r„_.) = o , 
etc 

Re f.-_.(r)+W,e ‘f„_,{r,) + ... + = o . 

Ëniln , il résulte des principes établis dans le 2.* paragraphe [pages 9 et 3 ], et de la 
forme particulière sous laquelle se présentent les équations ( 9 i 4 )> (^> 3 )> que les va- 
leurs de , ... . . tirées de ces équations, vérifieront non-seulement 

la formule (900) , mais encore les conditions (soi). Par conséquent la formule (199) 
sera satisfaite, si l*on y détermine la fonction v par le moyen dés équations (io 3 ) , 
(21 4) et (21 5 ). 



Il importe d’observer qu’aux conditions (aoS) et (9o4) on pourrait substituer les sui- 


vantes 


* 


« (r) 

• . 

(216) 

/(O 

pour r fio ; 


R 


(»‘2) 

#(>•) - ‘ ’ 

pour r = 00 ; 


et qu’alers les formules (212) , (ii4) . (>> 4 ) se trouveraient remplacées par les équations 
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( 4 o ) 


iS{— O. 


A. = O , 


(.18) 


I *»»"f 

|^- = e f„(r). = e f-+,(r) 


=0 . 

«'Wi— I 

ïiit— I — c 


(»' 9 ) 


(ïio) 


/ flf.(r) + fl.f.(r,)+ + =0 , 

flf,(r) + 7î, r. (r,) + =r o , 

etc 

\ Æf»_.(r) + /Ï,f„_,(r,) + = o; 

7fe"f„(r) + iî.e''’f„(r.) + . • • •' 'L{f„..) = c\[r)g{r) . 

Re f«+,(r)+A.e f™+, (r. )+...+ 71. „_,e f.+.('’.«-.) = 6 f,+,(r)y(r) , 


[etc. 


[Re f,m-, {r) + R,e 'f.„_,(r,)+... + 7 ï. — ,e " f„_,(r)^(r). 

% i 

Il re«le à montrer l’application de ces diverses formules à quelques exemples. 

i." Exemple, Si l’on applique les formules (sig). (sao) à la solution du 5 .* pro- 
blème [voyez les pages i 5 et 16], on trouvera 


(*»') 


j 7 ff.(r) + fl, f.(fr — r) = o. 


la valeur de ${r} étant déterminée par la formule (7a). On aura par suite 
R R, 


(asi) 


- = — «•'•f.(r), 


f.(A-r) - rï:(;7 
et la formule (io 3 ) donnera 

«r j r(« — e.) (* — r)(o: — *,) 

(as 3 ) v= — e f.(r) jf.(6 — r)e — U{i’)e 

Cela posé, la formula (19g) deviendra 

(as 4 ) r(®) = 

cr j r(x— ■,) (t— r)(x — 

f • f.(r) I f.(t-r)a -f.W« [ / *•) 

•/ *. 


(( f.(t-r)f,(r).--f.(r)f.(6-r)V(‘-> )) 


/'(f')rff.. 
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H la valeur de z , tirée de la formule (197) , coïncidera évidemment avec celle que 
fournissenl les éqiialinns (7!)) cl (77). 

Si, au lieu dea formules (aig)» (aao), on eût emplo7é les formules (314), (ai S). 
OB aurait trouvé 

(335) f{x) = 

*x 


r) r(«— <r«) 

r f~(0 f.(5-r)< « - f,(r) 

^ // F fL e e /t 


mr (t r)(a> — 
e g 


ir\- 

•J JTa 






{(f.{i-r)f.(r)<,"--f„(r)f.(é-r)V<i-0 )) 

Cette dernière équation ne diffère qu’en apparence de l’équation (aa 4 ). 

9 .* Exemple. Soit proposé d’intégrer l’équation 

rf’s , , rftj 

« ^+*’z; 4 =°- 

dc manière que l’on ait , I.* pour x—x,, 

I 

(33C) f.( 0 ,)î = o, f.(D,)î=o, 

9 .” pour x=zX , 

(337) f,( 0 ,)î = O, f,(D.)ï = o; . ; 

3 .* pour tx=t,, mais entre les limitée « = x, , 0 =s JT , <- 

■ • y 

I 

Les formules (914) et ( 9 i 5 ) donneront 

, / flf.(r) + R, f.(ev^-) + R. f,(— r v/IT) + fl,f.(-r) = _ f.<r)/(r) . 

(*»9) 

I -flf.(r) + fl.f,(rvC) + yf.f.(-r^/-) +fltf.(-r) =T-f.(r)/(r) ? 

(fle"f.(r) + if.e”''^f,(rv/-)+fl.e— >'^f.(_ri/:T) + /?,e— ^f,(— r) = p, 

■*' . 

la valeur do ^(r) éiant dëteiluÎDéc par Téquation » 

9 

( 95 i) /(r) = e-r"-«-'^''^f.(r)f.(r^Cr)f,(— rj/::)rj(— r) — etc. ... 


(»3o) 
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{ î» ) ■ 

Cola po»é, si l'on fait, pour abréger, 

/f. = f.(r) r.(— r) — V.(- r) f.C^) , 

A, = f.(r |/“) f.(— r v/-) — f.(r V/“ ) f.('' t/H’) 
= f.(r vC) f.(r) — f.(r) f.(r j/T) , 

^. + C, v/ri = f.(r V/IT) f.(- r) — f.(- r) f,(r , 


(î5ï) 


et , si l’on désigne par 

A,, A%, + + 

ce que deviennent 

A.. + + • 

quand on substitue aux deux fonctions f<>(r) , fi(r) les deux fonctions fi(r) , f](r) , 
on trouvera 

(î 35 ) =A„Ai-\-A,A, — ae"’’ [(/?, 6 ', ) sino r + (B, C, — iJ, r,)cos<tr] 

V/i 

-4- ae~"'[(fi,/fj + CoCj)8inar— — ^.C))cosar]> 


— = — A.A, — i Cl 4- <7o ) sin ar — (C, C, — C. r,) côs.ir], 

V* 

= — yi, c. 4- ,-/o e ■"■ [ c, sin n r 4- f, cos <i r] , 

a V^-i 
(* ^4) \ jî _ w 

* — — -= A, B, 4- — B,cosnr], 
a 

- = ae‘''[(iî,C, 4- C»C,) sinor 4- (C. C, — B, 6’„) cosur]; 

. IA* 

puis , en combinant les formules (aô4) avec réqualion 


, ■« R r(wx,l + . R, -R. . , s , Ri . 

(i 35 ) —=■^<1 4 - ' - cosr æ-x.)H ; sinr^as-a;.) 4 -^r 

y-i y-%. » y-i l y 't 
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l’on en conclura 

(a56) — ^ = — A,Aic'^^ a//,[fl.sinr(a: — x„) — <7.cosr(x — x.)] 

V ' 

— a[(B.£j+ C.C,)sinar— (ÆjC. — £.Cj)co8ar]e'<— 

4* a[(/?„fi, 4" C,) sinnr 4- (B,C, — B-^C,) cosarje'-*^"' 

4- a^,e''’'[fi, sinr(A' — x) 4- C, co»r(A^ — x)]. 

Le$ râleurs de v et de ^(e) étant déterminées par les formules (a33) et (a5fi) , 
l'équation ( 197 ) donnera 

(a37) a= . * 


r r ( # . , a \ « É siinwr*t*«iB I | - 'V» — r/-# ». ï 

^ *7^ Jr.‘ 

Dans le cas où l'on a f.(r) = f.(r) , fj(r) = f,(r) , on tire des formules (a33) et (a36) 

(,58) ^l==iA^A,-i{B,B. + C,C,)(e"-c-'‘^)imar-i(B,C\-B.C\)[e"+c-’')coiar. 


sîntr^r-t,) r(.r. — f*). 


(aSg) 


V/.. 


■y/.y4,e''^*~'*>4- a^,[5,sinr(x — X.) — C.cosr(x — X.)] ■ 


— a[(B.B, 4 -C. 6 ’.)ain(ir— (5.C — Æ.C.)coiar]e’'*-^' 

4- a (fl.H-C.*) sinar.e '!* - *’ 4- aA e • '■[fl. sin r (AT— x) 4- C.cosr (Af— x)]. 

Si l’on suppose en particulier . - ■ 

(a4o) ^ r.(r) = f. W = I , f, W = r,(r) = r , 


s>n Iroorera 


= ar, B^ = — B.—r. C. = C,= — r. 

t/-r=U"’‘ + e-‘')coiar— t , 

#r 4>-’ 

» 

— î — 1/T7 = 4- •‘O’’ — x,)4"CO»*‘(* — ®") y 

4r* ' 

- —cosor.e'"-*' — sinar. e''^-*'4-e*'[5inr(Ar — x)— cosr(A — »)]. 
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(* 4 i) 




(«“'■+ « — “'^J cosor- î 


puil l’oo en conclura , eu faiiant x. = o , a¥ = a , et prenant pour r une racine 
de l’équation (180) , 


(i4a) 




(1 -« *''co»ar)»^'+(i -«“'■cosar)(cosrÆ+sinrx} - r'^rinarf*— ’■' -coarX+sinrx) 
(«*'■+«-“'■) cosar- a 


ou , ce qui reTie|| au même , 


c ( 1 eo5Br)(«'‘'-cosr®- 5 inrx)-a*'’êinar(a~''*-cosr*+»inrx) 

^(O («*’■+«"•'■) co»ar- a 


En attribuant b 


/(r) 


la valeur qui précède, on verra la formule (199) coïncider avec 


l’équalion (19G). Si maintenant on pose «, = o, f,(x) = o , et si l’on remplace f,(x) 
par /■{*) , on tirera de la formule (*37) 

(» 44 ) ■' ■' 

f (i-s— '•cosar)(a’-«-cogrj-siDrx)-«»'-sinar(«-"-cosrj4-sinrj) 

^ (( (e“''+t~"’’)cosar-3 )) ■ , 


ou , ce qui revient au inême , 
(a 45 ) 


4 , . (i-a~*''cosB)’l(a"-cosr*-8inrx)-«"'sinar(a“’''-cosrx+5inr.r) /•* . , 

-ïcosfcr’t^ — P ; L i -1 / «-'•/‘/•(iijrfu, 

a («"■- a~“'') cosar- sinar •/ , 


le signe z s'étendant b toutes les racines réelles et positives do l’équation (180). 
Si l’on supposait . ^ 

(«46) f.(r) = i, f,(r) = f-, f.(r) = r*, f,(r) = r*, 

alors, au Itou des équations (t 43 ) , (a44) . («4^) > on obtiendrait les suivantes 


s 


Digitized by Google 



( 45 ) 


... T (l + «— *''cos«r)(«"-co»rjr) -sinr4!) + «“'‘sin(ii*(e“’'''-co6r*+sinrj;) 

^ ^(r) («"■ + »-•' ) cosar + ï ' 


(»48) 


r CfttlVr'f f" -roff' \rt 

(( (<)"^ + «-“'')cgs«r +3 )) J." 


(249) 


4 , . (i+i!““'^co9<rr)f»"^-cosnr-5inrjr)+«"5miir(«~"-co»r*+iinr®) /'* 

ieo**r*<-i -ü : i- ji- 'I t-vf(fL)du, 

a («"+»■"'"') cojar- («“'■+«"“') cosar a/, 

le signe : sVtendant à toutes les racines réelles et positives do l’équolion 


( ttr ar X a 

a I +« * 1 

«r ar I * 
« > = / 


(sSo) (e'”' + «"■"■) cosar+ •= O , ou (*5i) tang* — 


Larormule (i48) ou (i49) suffit pour déterminer les vibrations d’une lame élastique tris- 
étroite , dont une extrémité supposée fixe coïncide avec l’origine des coordonnées , l'autre 
extrémité restant mobile , et dont l’axe , s’écartant très-peu d’une droite verticale prise 
pour axe des x, touche constamment cette droite è l’origine. En eflet , si l’on désigne 
par a la longueur de la lame élastique , et par ce , : les coordonnées d’un point 
quelconque de son axe, la courbure de cet axe différera très-peu du coefficient diffé- 
rentiel 

, rf*» 


Hx' 


d'i 


Cela posé, si l’on nomme <»(x, () la valeur variable de la force accélératrice 

qui serait capable de produire le mouvement observé du point (ai , s) ; et , si l’un re- 
présente par k' une constante positive propre è mesurer l’élasticité, on aura évidem- 
ment, pour de très-petites valeurs do i'. 


(s5ï) 


J" (^ — ai)4>(X,t)dX = o. . 


Pour que cette dernière équation soit vérifiée, il est nécessaire que l’on ait générale- 
ment 


(•74) 


, ti't 
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et de plus , pour x = a , 

(ï55) 


rf* I 


djc* 


rf’î 


D’ailleurs , eu vertu des données du problème , on doit avoir encore , pour x^o , 


(■-< 54 ) 


Z — O , 



Donc, si l'on appelle f(x) la valeur initiale de cl si l'on réduit à zéro la vi- 

tesse initiale de la lame élastique, il faudra, pour déterminer les vibrations de cette 
lame, intégrer l'équation (174) , de manière que les conditions Iï 53 ) , (254) soient rem- 
plies , et que l’on ait en outre , pour « = o, mais entre les limites x = o, x = a, 


(ï55) 


•=r(*). 



Or, il est clair que, dans ce cas, les fonctions f.(r) , f,(r) , etc. ... seront données 
par les équations (24C) , et qu’en conséquence la valeur de : sera celle que fournit 
l’équation (249). 

Si la valeur Initiale de z est telle que la somme indiquée par le signe 1 dans 
la formule (249) so réduise è un seul terme, les oscillations exécutées parla lame élas- 
tique , de part et d’autre de l'axe des x , deviendront isochrones , et s’achèveront dans 
le même temps que les oscillations d’un pendule simple dont la longueur serait 

8 

k’ri' ’ 


g désignant la force accélératrice de la pesanteur, cl r une racine de l’équation 
(a 5 i). La longueur du pendule dont il s’agit pourrait encore être représentée par 


(*56) 




s désignant une racine de l’équation 

(*57) tang-s=(-^^i^)‘; 

et par conséquent , si la longueur a de la lame élastique vient é varier , la durée de 


* 
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( 47 ) 

cha<fup oscillation Tnricra proportionnellement au carré de celte lonf^icur, pourvu que 
la iij;ure iniliatu de la lame reitc semblable !i clle-mêmr. 

S- g. Concevons à présent que, dnns’les équations (197) et (199) , on fusse, pour 
abréger , 

(s 58 ) ^=^(x,r) = F. 

Alors, si l'on suppose la valeur de v déterminée par les forniiles (io 5 ) . (îi 4 ) et 
(îl 5 ), la fonction ^ = ^(x,r) vérifiera l’équation dilTérentietlc 

(î 59) ■ F(/),,s)A' = f'F(r,s) . . 

et satisfera en outre, i." pour æ = a;, , aux conditions 

(ï6o) f.(D,)é' = -f.(r), f.(Z),)^ = — = 

s.* pour x = A' , aux conditions 

(s6i) f„(0,)f’ = o, f-.+.(Z>x)#' = ü f„_,(0,)f'!=o. 

Si, au contraire, on déterminait la valeur de v par le moyen des formules (io 3 ), 
(sig) et (îïo) , la fonction f' = <f{x,r) satisferait , pour a: = x, , aut conditions 

(aCi) f,(0,)f' = o, {,{D,)f' — o, f,_,(/),)f' = o ; 

et pour X — X , aux conditions s 

(s 65 ) f 4 D,)f'=e-f„(r), f-*.( 0 ,) ^ = . ... f,™_.(Z),) = f„_,(r). 

Cela posé, on déduira immédiatement des formules (197) et (199) les théorèmes suivants. 

• 

I.” Tuêorêue. Soit F(r,s) une fohclion entière da variabies e.s, du degré 
am par rapport à r, du degré n par rapport à 3, et dane laquelle ces deux 
variables restent séparées. Soit de plus A' = y (x, r) une fonction des variables x, r. 
déterminée par l'équation (aSg) réunie «ux conditions (ï6o) et (s6i|, ou bien aux- 
conditions (s6a) et (s 63 ). On aura , entre les limites x = x„ , x = A , 

(s 64 ) = v(x,r) 
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1 * TBioRÊve. Im fonction A' = r(a;, r) itanl lUtarminca eomtne dont le premier 
théorème , ti l’on veut intégrer l'équation (49) de manière à vérifier lee conditiont ( 58 ) , 
(59) et (68) , il suffira de prendre ^ 


(* 65 ) 


»C* — *o) r*X 

((F(r,,))) .-/(f) 


>fM] 


ta première extraction de résidu» devant être relative à ta variable s , la seconde à 
la variable r, et Us exposants de fift) devant être remplacés par des indices 
dans te développement de la fraction qui a pour dénominateur s — f(f-)’ 

Si ^ l'équation (49) on iubstituait la suivante 

(»66) ' F(0,,/),)s=/(a!.») . 


f{x,t) désignant une fonction connue des variablea m ei t , l’on pourrait encore 
effectuer l'inlégration à l’aide de la formule (aC 4 ) , cl l’on obtiendrait alors, b la place 
du second théorème , celui que nous allons énoncer. 

5 .* TuboaÎME. La fonction f'=î(x, r) étant déterminée comme dans le premier 
théorème, si Con veut intégrer [équation (« 60 ) , de manière à vérifier les conditions 
(. 58 ) , (.59) et (68) , il suffira de prendre 


(«67) i = 


e 

(^vD) 


(( î(^»‘) )) 


/: 


F(r,«)-F[r,/’(p)] 

* — 


+ ll 


((Fh»))) 


((î(*.r) )) 


/'/’ 




tes exposants de f{p) devant toujours être remplacés par des indices dans U déve- 
loppement de ta fraction qui a pour dénomitiaieur s — /*(;•)■ 

^ 10.* Il est facile d’étendre les diverses propositions que nous venons d’établir, de 
manière b les rendre applicables à l’intégration des équations linéaires qui reoforment 
plus de deux variables indépendantes. On parviendra ainsi à résoudre le problème général 
dont voie! l’énoncé. 

PaoRLÎliE 4 -* Supposons les variables indépettdmles x ,y, t t et la variable 
principaU u liées entre elle» par une équation aux différences partielles , linéaire et 
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à eoffficUnls constant», avec un dernier terme fonction des variables indépendantes. 
Soit 

(* 68 ) 


¥{D,.D ^, ... Di)u — ... t) 


l'équation dont il s'apt. Con'cevons iCailleurs que les variables indépendantes y restent 
séparées, et quelle soit de C ordre a m par rapport à x, de C ordre am' par 

rapporta y, etc enfin de C ordre n par rapport à t. On propose d’intégrer 

cette équation de manière que l'on ait, t.' pour x = x„. 


(afig) f.(0,)tt=o, 

et pour x = X , 


f.(0,)« = o , ... f„_,(Z),)n=:o, 


(ïÿo). f«(0,)u = o, t„^,(D.)u = o , ... = 

s.’ pour y=y., 

(*7') f.(D,)u = o, ' f,[D^)u = o , ... /„'_,(D^)u = o , 

et pour y — y , 

(»7*) /-'(/),) « = o, f^>„,(D,)u = o, ... /-'_.(0^) U q= O , 

elc 

» / 

enfinpour t — t,, mais entre les limite» x=-x„ , x = X ; y =y. , y=Y -, etc... • 

(»'3) ti = f,{x.y). ~^f,{x,y...). = f,_,{x,y ...) . 

Us lettres caraettristiques (.. IV.... /.. / A. A 

indiquant autant de fonctions distinctes les unes des autres. p 

Solution. Soit Pr=fl^x,p) nue fonction (les »ariiibl.'S x.p, qni trériiit l’égua- 
llon diflcrcnticllc 

(a74) ,. 1 ¥[D.,q,...s)V-^¥¥(p,q,...s) , 

«t qui satisfasse en outre , i.' pour x—x,, aux conditions > 

(ayS) f.(i),)P = -f.(p) , f.(0,)P-_f,(p), ... f_.(0,)P = -f-_.(/.) , 

7 


t 
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s.* pour aux eondilioDS 


( 5o ) 


(>76) f„(D,)P = o, f,+,( 0 ,)P = o, f»^.(/),)P=o. 

Soit de même Q=;ç(_jr,ç) uoe fouction dc$ rariabic» y» 1 1 qui viTifie l'iqiialion 
'liflTdreDticIle . 


(*77) F { p . D ^,... $)Q — QT { p , q ,... s ) , , 

* 1 

cl qui satisfasse en outre , i.* pour y =y. , «u* coudirions 

(S78) /.(»,) Q = -/.(q). /.(fl,)Q = -/ÿ.-/-'-.(^»/)Q = -/-'-.(9)i 
3.* pour y—Y, aux conditions 

(«79) /«'(O,) Q = 0 . /„'^.(0^) Qj= O . ... Q = o ; 


etc 

Un conclura sons peine des principes ci ■ dessus établis que la valeur de l'inconnue u 
sera déterminée par la formule 


(*8o) 


C£€- 




'■■■ïf 




dldp.. 


{( F [p,q, -..)]) 

• C‘ f rC».->) V(y.-rt \ /W / 

/f" /, /.r® * ■■■* J{y,p,...'^)d\dp...dt 


((P))((Q))- 




((P))^(Q))- 


b première extraction do résidus devant être eOTccluée par rapport 6 la variable s, la 
seconde par ra(tport b la variable p comprise dans la fonction P, la troisième par 

rapport è la variable 7 comprise dans la'fonction Q, etc et les exposants 

de devant être remplacés par des indices dans le développement de la 

fraction qui a pour dénominateur s — En effet, la valeur précédente do 

U vérifiera évidemment l’équation (x€8)avec les conditions (*69), (*70), («71), (*7*), 
etc. ... I et, pour s’assurer qu’ello satisfait de plus aux conditions (S75) , il suffira de re- 
courir è la formule . * 


(381) \^^^’ !‘.^f(i,p....)dXd^... 
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( 5. ) • 

que l'on déduit aiiémcnl de l'équation (s64) , et qui subsiste pour toutes les roleurs des 
Tariables renfermées entre les limites 1 = ®,, x = X ; y=y„ , jrz= y-, 

etc. 

Il est important d'observer qu'aux conditions (175) et (176) , on pourrait substituer 
celles que fournissent les équations (262) et (sGS) , quand on y remplace r par p , 
et y par P, Une observation semblable s'applique aux conditions (278) , (279) , etc. ... 

)." Exemple, l'on veut déterminer les lois do propagation de la chaleur dans 
un parallélipipède rectangle et homogène dont les dilTércotes faces rayonnent diverse- 
ment , en prenant pour axes des x,y et : trois droites parallèles aux arêtes, il siidira 

d'intégrer l’équation 


(282) 


^ / rf’ U rf* U \ 

“ Wx* dj* dt' )~'d7 


dans laquelle u représente la tcnipéraliire et k une constante positive, do manière 
que l’on ait , I.' pour x = x,, 

(285) ^ • 


et pour X =X , 

(284) 

2. * pour y = y,, 

(285) ' , 

et pour y= Y , 

(286) 

« 

3 . * pour zz=z, , 

(*87) 

et pour I = Z , 
(i8S) 


du 

.-lu — — = o , 
rfx 


5 l( + — = 0; 

4iT 


du 

« — = O a 

U »• 


r. .. + ^= 0 ; 


du 

.1/ fl — — rr: Ô 
rt I 


r* I 

A II -T- O ; 

tLi 


4.* pour Dinu coIre les limilcs æ = = A ; r = s JT = î =■ *« • 


(289) 


<t — f(x,y,:) ; 
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A, B; A', B'; A‘ , B’ , étant de nouvelles constantes, et f{x,y,z) représentant 
la température initiale. Cela posé, pour déJuiro de la forinulo (aSo] la température va- 
riable U , il suffira de prendre 


(»9°) 


F(p, 7 ,r.s)=:a — A:(p*4-9* + r*) . f[x,y,a,t) =o, 




B={A'-r) 






et l'on trouvera , en adoptant les valeurs de P, Q , B données par les formules (S 91 ) , 




CCCc 


*(r’+v' + '"lr 


■>X /i(«.4)+v(j'.-(«)+r(».-»). 


((P)) ((Q)) ((R)) 'n-^^.-')dUpd.. 


Cette dernière formule s'accorde avec celles que l'on connaissait déjà. , 

s 

2 .* Exemple. Si l’on veut rechercher comment le son se propage dans une salle rec- 
tangulaire , dont les dimensions sont représentées par- a,b,c, en prenant trois dos 
plans qui la terminent pour plans, coordonnés , et faisant abstraction de la pesantenr de 
l'air; il suffira d'intégrer l'équation * 


(»95) 


1 d'a 

U — .i 


\ dx"* 


df ) 


dans laquelle u désigne la condensation supposée très-petite, et A’ un^constante 
positive , de manière que l'on ait, 1 .* pour x = o, ut pour x = a , 


(»94) 


• du 

d^~° ’ 

2.* pour y = o. 

et pour 

y=b , 

(*9â) 


0 

> Il 

3.* pour î = 0 , 

et pour 

* = C , '' 

(296) 

* 

du 

— = 0 î 
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4.® pour < 1 = O , mai» onlre les Ümilcs x=o,x = rt; j = o,r='^; i“*>, 
z = c , 

du 


(*97) 




di 






/■(x.j.s) , f,{x,y,z) désignant dos fonctions connues de æ, r, î. 

Si , pour plus de simplicité, on suppusu le son produit uniq^meut por une cmid'Ur- 
sation ou une dilatation initiale, on aura f,[x,y,z\ z=o: et Irfunnulc (s8u) donnera 

(sgS) ' u= 

Cil cos/i(p* + 7*4-r*);».({P))((Q))((R)) f‘f‘ J" 

^ • * * 

les Taleurs des fonctions P, Q , R étant respectivement 

\ 

«et'— *) + «-»>(»-•) «-((r— «+»-v(r— *) *)+«-'(<-o 

(»99) ,'r:«-e • Q = ' « = 


e*v-«— s» 




En d'autres termes , on trouvera 

(îoo) ' . ; u = 

V ^ * 

co$r^kt 7ttx rmy ttwz /*• /** /*• r/> rma. içnn ^ 

lll CO» CO»— T^COS — / / / cos cos— r^COS f[*'fl^*')d‘kdud* , 

abc a b c J oJ • a b c ' ^ ^ 

la quantité k étont déteroiinéc par Téquatiofi * - . 

(5oi) A = A^/(-L4. 

et le signe l s'étendant à toutes les valeurs entières, positives un négatives des quan- 
tités l,m,n. Si la fonction f,{x,y,z) cessait d’être nulle , alors , pour complctèr 
l'équation (5oo) , il sudirait d’ajouter au second membre l’expression que l'on en déduit 

quand on y remplace le facteur cositAl par le rapport -*^11 , et f par /. . 

•* 

Comme les valeurs de u, données par la formule (5oo) , satisfont nécessairement it 
la première des conditions (397), on tirera de cette formule, pour toutes les valeurs de 
J , J' , s comprises entre les limites a: = o, x — a; y = a , y = b ;■ z — a , z — r, 

(âoï) 'f{x,y,z)=z 

I kIx rtmy iras r‘ p‘ O' ir/X amu \ji.i , 

— ^iiicos— ^cos co$ -J- J J J cos-^cos — ^cos— — , 
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CO qui est exact. Ajoulous que la valeur du u ne cesierait pas d'être fournie par ré" 
quation (âoo) , (i , la salle dont nous avons parlé venanUt disparaître, ou attribuait il la 
masse d’air au uiillcu du laquelle le son se prqpage uue étendue indéfinie dans tous les 
sens , et si l'on supposait eu mémo temps U condensation initiale de cette masse reprc- 
si'Utée dans chaque point de l'espace par le second membre do la formule (3ua). Or. 
pour bien concevoir h quoi se rédiiif celte supposition , il suQit d'imaginer qii’avaiit de 
faire disparaître la saijj^ on remplace par des miroirs les plans qui la terminent, et 
d'observer que, dans ce car, 'chaque point do l'espace, situé à l'extérieur do' la salle , 
coïncide avec une imoge d’un point pris b l’iiitéricur. produite par une ou plpsieurs ré- 
flexions du rayon lumineux qui émane de ce dernicr'pdint. Or, comme le sccun3Tinembre 
de la formule (3o'j) ne varie pas, quand on y remplace, !•* x par —x ou par 
■ja — X, a.* y par ' — y ou par aé — y, 3.* ï par — : ou par sc — î 
l’hypolbÈse admise revient évidemment b supposer qii'aprés la disparition des murs de • 
lu salle, la condcnsiltioi) initiale reste la même pour uu point qui iie trouvait d’abord 
situé à l’inlérieur de bi salle, et pour tous ceux qui coïncidaient avec les images du 
premiCi 11 en résulte que , si dans riulérieur de la salle la massa d’air a été primitive- 
ment condensée en un seul point, le so^,. après êtrij parvenu jusqu’aux murs de la 
salle', paraîtra émaner Don-seiilernent du^ùinl dont il s’agit, mais oncuro do ceux que 
l’on peut regarder comme ses images. Ce phénomène est semblable à celui que présente 
la propagation des ondes dans un bassin rectangulaire. On peut voir à ce sujet, daus 
l’analyse imprimée des travaux de l'Académie royale des sciences en l8s4, un extrait 
du Mémoire 4 guc j’avais présenté le ay décembre, cl où sc trouvent établies les formules ' 
<jui délermincnl les luis du la réflexiou dus ondes par les bords du bassin. 

Lorsqu’on fait abstraction de l’une des trois dimcniions du la masse d’air, la valeur 
du U sc simplille , l’équnlion (3o9) se réduit b s 


(So5) /■(x.y) 


aù 


vix rmy 

Il COS cos — r-~ 

tf b 


rr 


)tO smu ,,, , , , 

cos cos — y(A,fi,) dlrfj, , 


les signes ï s’uleudsnt encore à toutes les voleurs entières positives ou négatives des 
quantités f et m. Le second membre de la furiiiùle (3o5) est précisément l’expression 
que l'on doit substituer b la fooctinii /'(x>y) • Iors(|ue, cetto fonclinn représuulaiit 
l’ordonnée hiilialc d’un liquide ruiiferiné dans un bassin rectangulaire, cl soulevé nu 
déprimé d'une quantité très-petite au-dessus ou au-dessous du plan des x,y, uu veut 
déleriiiiner les lois de la propagation des uudes b lu surface du liquide, et ramener la 
qiirslion au cas où les bords du bassin viendruioift b disparaître. Alors, si l’ort désigne 
IMf g la force accéiéralricu de la pesanteur, par a, b lus deux dimensions du 
b.vsiiH,'par II la profoudeur initiale du Uqitidu, et par z l’ordonnée de sa surface , 
.vu lioiit du temps I, si d’ailleurs on suppose les coordonnées x,y comptées sur- 
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des droites pnrallôles aux bords du bassin^ et l'origiac placée à l'un des sommets , on 
trouTcra ... 


(3o4) ■ î =— j- ïîcosfcr.cos cos — cos cos — 

th -• a ■ 0 ■».' ,*/ k ® ® 

. ■» ^ • 






la Tal^tir’do A étant donnée par réqnatiOii' 

^ ® *1“ • 


A 


et les sîgncâ £ * B*ctemlant h.louics 1rs tnleurs cnli6rcs , positircs ou négatives dos quao> 
tîtés ^ et m . Si profomlcur du Kqurdc dovenaA infinie» aurait simplement 


(5oG) 


P . * V • • 

^ ' / f* . ni* \ - 


Si l’on fait abstraction de deux des trois digiensions de la masse d’air , ou de l’une Iles 
dimensions iiorixontales de la surface liquide , les formules qui précèdent se simpliiio- 
ront encore^ et l'équation (5oô) se trouvora i>éduite è la formule connue 

• . ■ • I 


(3o7) 




^ II. Jusqu’ici nous .irons considéré. des équations linéaires et h coëlTicienls cuiis- 
lants , dans lesquelles les variables indépendantes étaient séparées. Mais on peut aussi 
appliquer les principes que nous avons exposés è des liquations liiiéaites qui renferme- 
raient des coünîcients variables, ou des dérivées relatives è plusieurs variables indépciif 
danles. C'est oe que nous ferons voir^plus en détail dans un autre Mémoire. 


S la. Les diverses Ibrmu les établies dans les paragraphes qui précèdent conduiscyt 
encore è des résultats digues, do remarque , dans le cas oti l'on suppose que les valeurs 
cxIrCmos attribuées aux variables c'esl-è-dire, les quantités Xo,A,j,. Y', 

elC-t'.> ou a, 6, etc...., deviennent infinies. Alors les sommes dos séries cuui- 
prisea dans les seconds membres de ces formules, ou eu qui. revient au même, les 
sommes indiquées par l'un des signes C • ^ changent en intégrales déRnies. Aina^ 

par exemplo, si, dans l’équatidn (so) , l’ofl ttnig"*’ 5 la quantité n une valeur infini- 
ment grande , on obtiendra immédiatement la formule 




a \ . ' 






t . ^ 
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■•(3oS) 


f[x) = — r* Cü*a(a: — . 
îr <r* O ' , 


qui «'«ccorHe art^c q^lci que M. Fouricr a dounécc; 'et Ton en déduira facilement la 
suiraiilc «' e . 

I • . .* 

».r /‘K 


( 505 ) 


W = ^y' /'“èV 

•Z 2ffV ■ • • 

^ • 1. . ^ , 


qui sulsislcra , comme la première , pour louées 6‘s râleurs de x renfeiméds entre 
Ics'limites xx=x,, x — X. .Si l’on suppose cii part fculicr Æ. = — 00 , A" = 00 , 
on aura , pour UmU-s les valeurs possibles Je la ràriible x ç 

(S‘o) t ‘ »• ' ■ 

• . aîr *.»..oe v' ' ... • ^ ^ » ’ 

Do même,' on tirera «ans peinq^ dfa lbrmulcst(ïq«^ et ^'Spo) les <Si|ualions connues qui 
servent i déterminer le ^nouvement de la cbnreur'ou la spropa^alion du son dans un 
corps ou dans un fliride élastique dont IVlendu'o est Judéfiiiie ; et de la formule (5o4) , 
celle qui ÿert b déterminer le moiivemeol des ondes i la Mirfacc <^’un liquide, quand l'é- 
Irdduo de cette surface n'est 'pas liiiiitée. Ajoutons que plusiéuft des équations, auxquelles 
on parviendra de cctie manière, se trouvent comprises dons une formule générale qne l'on 
déduit aisément de la formule (3>o) , et qui Tétout le problème dont voici l’énoilté. 

ranaiÊae 6.* Intégrer Céquation (i68) de maniéré queute* eondilioiu (ajJ) éf vé- 
rifient pour ( = r. , quelles que soient tes valeurs aUfibuces aux variable* x,j'/Z.„ 

Soiution, La valeur de* u prop^e à ré$oudrt ce proMéme sera donnée par Téqualion 
(3ii) ^ , V= - . ■ 

JJ JJ (( iT W(Jt,<s,...) . as an." 




z{x-\)^7, 






pourvu que l’on elTcclue l'intégration relative h t entre les limites I., t, les autres 
intégrations entre les limites — « , + oc ; et que Ion remplace les exposants de 
/■(•.JS,...) par des indices , dans le développement de la fraction qui à pour déno- 
’niinaleur s — ^(îi ,_a, ...) . . * ' ■ 



Co^C\^ 
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